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8. EPALINEAARINEN AKUSTIIKKA
8.1 Linstedt — Poincaré - kehitelma harmoniselle oskillaattorille

Tarkastellaan ensin epélineaarisuuksia malli systeemin avulla. Olkoon
meilld harmoninen oskillaattori, jolla pieni kvadraattinen epalineaarisuus

i+ kx + &x® =0

Etsitaan talle hairickehitelmaa pienen parametrin £ :n potensseina
X(ak) = X (@) + Xy (k) + £7X, (ah) + ..

missa ominaistaajuus « on myds hairidparametrin funktio

W= W, +EW, + W, +...

T&lloin derivaatasta tulee

d2
) = (X" (ct) + X " () + £7X, " (at) +.. ][0y + £, + £, +..]°

missa derivaatat oikealla otetaan parametrin 7 = at suhteen ja neliésta
oyl e okl

X" =X +E2Xy X T E Xy T XX [T

Sijoitetaan tama differentiaaliyhtaloon

" " 2 " 2 2 2
m[x(o) +EX gy HE Xy +] [a)o +£[2w0w1]+£ [wl +2w0w2J+...]+

2 2 2 3 2 —
k[X(O) Xy tE Xy +] T g *TE [2X<1> X(O)] te [X(l) + Xy X(2)] =0
Taman voi olla totta jos se on nyt totta jokaiselle £ :n potenssille erikseen

0. 2 " —
£ 1MWy X "+kX g =0

1 . 2 "n —-— 2 n
E 1MWy Xy, KXy = =X )" = 2Ma Wy X g

2 . 2 n [a— 2 n "
E7 1MWy Xy KX ) = =2X gy X gy = (@) + 200,00, )X ) "'=2ME Wy X

Vasemmalle olemme siirtdneet aina kunkin kertaluvun i ratkaistavan hairion
X sisaltavat termit ja oikealle olemme siirtaneet, ne jotka riippuvat

alemman ¢ :n potenssin ratkaisuista X, j <i.Vasemmalla puolella on

aina lineaarisen harmonisen oskillaattorin yhtald ja oikealla oskillaattoria
ajava voima. Siis ratkaistuamme nollannen kertaluvun hairién, saamme
ajavan voiman ensimmaisen kertaluvun yhtaldlle ja niin edelleen.
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Nollas kertaluku:

M@, X g +kX g =0

Taman yleinen ratkaisu on vakioden A ja B avulla

X (T) = Aexp[i r] + Bexp{—i z]

mikali (-May,* +K) =0

Tama maéaraa siis alimman kertaluvun taajuuden: a)(o)2 =k/m.

Ensimmainen kertaluku:

2 " _ 2 "
Ma,” Xy KX gy = =X )" = 2MaW WX "' =
2AB  A’expl2ir| Bfexpl-2i7] . : .
"y =200 - et BTt 5 o ] 4 e -i7)
k k Kk w,
missa olemme kayttaneet nollannen kertaluvun ratkaisua. Alemman
kertaluvun termit maaraavat siis ajavan voiman seuraavalle termille.
Kullekin ajavalle taajuudelle on oma ratkaisunsa ja yleinen ratkaisu on
muotoa

Xy (T) :C+Dexp[2i r]+Eexp{—2iz] +Frexp[iﬂ +Grex;[)—ii

Jalkimmaiset kaksi ovat ns. sekulaarisia termeja, joiden suuruus kasvaa
ajan mukana. Se johtuu siita, ettd ajava voima on tdsmalleen oskillaattorin
ominaistaajuudella. Jos etsimme periodista ratkaisua, varahtelya, taytyy
ollaF =0, G =0. Tama onnistuu, mikali ensimmainen taajuuden
hairiokerroin asetetaan nollaksi: «, = 0. Sijoitetaan loppuyrite yhtaléén,

jolloin

AB A?expl2ir] B?exp[-2i1]
k k k

C -3Dexpl2i7] - 3E ex - 2i7] = -2

Tama on totta mikali

2 2
C:——ZAB; —3D:—i; —3E:—B—
k k k
joten
2 0 2 _ 0
X (7) = - 2AB N A exp[2| r] N B exp[ 2i r]

Kk 3k 3k

98



99

Toinen kertaluku:

Viimein siirtykddmme toiseen kertalukuun

22X w’® 2w w, 2% X 200
" (1) (0) 1 2 " 1 [ (1) “*(0) 2 "
X, '+ X + X' '—2—=X. "= — - X' =
@ Xo = K —( W’ w, )X @, O K w, O
2 : 2 o
_2[_2AB, A*expl2i7]  B®exp|-2i7] (Aexpli] + Bexd~i] +
k k 3k 3k

0 +Bexr{—iz]]

Taasen edellisten kertalukujen ratkaisut ajavat toisen kertaluvun
harmonisen oskillaattorin. Tassa yhtaléssa on taas mukana voimia, jotka
ajavat perustaajuudella ja johtaisivat sekulaarisiin termeihin. Jaotellaan
ajavat voimat taajuuksien mukaan

" _ 26«)2 4AB 2BA
Xz tXz) = 32 expli7] +

w, k?
B[zw 4AB ZBA} expl-i7] - { }exp[?ﬂ - L’k

W, k?

vt

Sekulaariset termit haviavat jos valitsemme «, :n siten etta termien
exp[+ i 7] kertoimet haviavat:

L7

Tata voisimme jatkaa loputtomiin kuhunkin kertalukuun. Toiseen
kertalukuun mennessa olemme saaneet ominaistaajuudeksi

2 k
W=wy+téw, +&w, +.= |—|1-
m

£ 5AB}
3k?

Epalineaarisuus on siis tehnyt ominaistaajuudesta amplitudin ( AB )
funktion!

Periodisessa liikkeessa esiintyvat myods taajuuden monikerrat.

£28B | nexpfica] + Bexf-iad] +¢

X(t) = -

Huomaa, miten epalineaarisuus myds siirtda tasapainokohtaa.

A? exp|2i at] ‘e B exp[- 2i at]
3k 3k

Usein siis oletetaankin, edelliseen nojautuen, etta ratkaisu on periodinen
perustaajuudella ja joukolla yla-aania, perusperiodin monikertoja:
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X(t) = ZN:cn exp[i na)t]

n=-N

Tama yrite johtaa metodiin, jota kutsutaan harmoniseksi balanssiksi
h(harmonic balance) ja sita kaytetaan usein ratkaisemaan epalineaarisia
systeemeja numeerisesti.

Jos yrite sijoitetaan tdma alkuperaiseen yhtaléén
m& + kx + &x* =0

ja asetellaan nollaksi kukin taajuuskomponentti erikseen aina valittuun
kertalukuun N asti:

N

> - wnc, expli nwt] +k icn exdinat] +& ZN:cncm exdi(n+maf =0
n=—N

n=-N n,m=-N

Nollas kertaluku:
N
ke, +26 D c,c, =0
n,=—N
Ensimmainen kertaluku:

N
(- +k)e, +26 Y c,c, =0

n=-N
N
(-« +k)c, +2¢ Y ¢, ¢, =0
n=-N
Toinen kertaluku:

N
(-4a” +K)c, +26 > ¢,C,, =0

n=-N

N
(-4a” +K)c, +2 D) ¢, ,c, =0

n=-N

Tottahan toki ndma ovat epalineaarisia yhtaloita, koska kyseessa on
epalineaarinen ongelma. Naiden ratkaisu vaatiikin aika paljon
tapauskohtaista vaantoa.

Tama esimerkki sisaltda epalineaarisen systeemin yleiset ominaisuudet:
ominaistaajuuden riippuvuuden amplitudista ja yla-aanien synnyn.
Seuraavaksi tarkastellaan aanen epalineaarisuutta ilmassa.
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Aanen epélineaarisuus

Aanen etenemisté kuvaa jo tutuksi tullut yhtaléryhma.
p[g—\tl+vﬂ]]v} = —Dp+%’"D(D V) - g0 x (0% V)

0p
O +-2=0
[{ov) "

Tarkastellaan 1-dimensiosta etenemistd. Tama on jarkevaa yleisessakin
tapauksessa, koska voidaan ajatella, ainakin korkeimmilla taajuuksilla, etta
aani etenee sateen tavoin oleellisesti yksiulotteisena. Yksiulotteiselle, x-
suuntaan etenevalle systeemille saadaan edellisesta

2
p{avx v 6VX}:_%+4_,U(0 vx)

ot “ax| ox 3 ox
p%+vxa_’0+a_’0:0
0x ox ot

Jatetaan nyt viskositeetti huomiotta, jolloin toinen derivaatta nopeuden
suhteen haviaa. Lisaksi otetaan adiabaattisen laajenemisen tilanyhtalén

Yy
Po Po
Kehitetdan tdma Taylorin sarjaksi

1
LoV (o py)y+ > P

(S
P0 2 p,? ’

P=P+

saadaan

—_ _ 1 —_
p pO :ypoy(p p0)+_y(y_1)(p 100)2+""

pO 0 0 2 0
Skaalataan muuttujat dimensiottomiksi.

1 - at
X - kx
v, - Vv, /U

ja poistetaan nollannen kertaluvun efektit
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p- po + p
P - Pyt
p{“ 7 ][Uwa(vx/w 2kqy, 10y 20 /Y) /U)} L 0P
o o(at) 0(kx) 0(kx)
(v, /U) a(p/po o(p/p,) _
pon(l _oj a(kX) Ukpo( /U) powm—

Yritetdan viela skaalata kaikki suureet samaan suuruusluokkaan. Jos
nopeuden skaala on U , niin systeemin Machin lukuon M =U /c.
Painevaihteluiden suuruusluokka on talldin karakteristisen impedanssin
mukaan

poCDUp = pUp,cU

ja tiheydenvaihteluiden suuruusluokka saadaan danennopeudesta
2
C" =Wy

5__pD,0U _

Kun nama skaalat ujutetaan viela yhtal6ihin saadaan

o o, ), a(v,/U) o(p/(p,cV))
p°[1+M(pOM)]{Uw 0(at) )= A(kx) } Koo A(kx)
3 19(v, V) 0(p/(Mpy)) o(p/(Mpy)) _
pon(1+M(p0M)J 200 +Ukp, (v, /U)M o PoeM o)

Koska « = ck naita voi sieventdd muotoon

£1+M (9 )j{a(vx/uu,v,(v /U)a(vx/U)}:_a(p/(pocu))

o(at) " (k) 0(kx)
(“ M )j o), gy 2/ MR) , 0P/ (MBy) _ g
M) a(ke) Ok 3(c)

Vihdoin annetaan nama yhtalot skaalatussa muodossa skaalatuin suurein
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ov ov|_ 0p
1+ Mp) — + Mv =——
( '0) { ot ax} 0x

(1+ Mp)?+vM 2,0 %—’f =0
X

Tilanyhtal6 on skaalatuissa muuttujissa

.(@+Mp) = [1+ (p/(pocU ))J (1+ Mp)

0

Nyt, ajatellaan Machin luku pieneksi ja esitetdan ratkaisu sen potensseina

V=V + My, + M2y, +
P= P +Mpy + M2 +....
P=Po *Mpy +M 2:0(2) +

ja asetetaan joka Machin luvun kertaluku erikseen nollaksi. Alimmassa
kertaluvussa

N , P _
ot ox
N , 9P _

OX ot

y(y 1)

1+ Mp + 22— |V|2,0:(1+1'Mp):>:0(0) = Py

Tama on normaali akustinen raja, joka antaa d’Alembertin ratkaisun
Vioy = Py = Proy = F(X=1)

kaikille muuttuijille.

Seuraavassa kertaluvussa poimitaan naista termit, jotka ovat lineaarisia
M :n suhteen.

Esimerkiksi aloitetaan yhtaldsta

a(v(o) + Mv(l))
{T +M (v(o) + Mv(l))

oV +Mv,,)
1+ M (o +Mpy, M} =

()4

_ ( Po Mp(l))
X '
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ja poistetaan helposti nahtavat Machin luvussa toista kertalukua olevat
termit

L+

ot & oX 0X '

Sijoitetaan nollannen kertaluvun ratkaisu yhtaloon

1+ wmf ){

o(f +Mvy) | Of +Mvy)]__a(f +Mpy)
ot ox ax '

Poistetaan lisaa toisen kertaluvun termeja ja nollas kertaluku

M%+Mfi+Mfﬂ:—Mapi.
ot ot 0X 0X

Saadaan

Ny , WPy _ fof 0t

ot ox ot ox

Samoin jatkuvuusyhtaldlle

Ny B _ o oy
0x ot 0Xx

ja tilanyhtaldlle

(y-J) 2
o+ L2 (0)

= Py

Yhdistellaan yhtaldita, korvataan tiheys paineella jatkuvuusyhtaléssa
tilanyhtalon avulla.

Saadaan siis yhtaldpari

%+% — _[14_ (y_l):|(f 2).

ox ot 2
Ny , WPy _
o ox

Sitten tehdaan niin kuin tavallisesti, derivoidaan alempi paikan suhteen
ylempi ajan suhteen ja vahennetaan ne toisistaan

0°Vy, N 0% Py +[1+ (V—l)}(f z).._azv(l) _ 0°py ~0
oxot ot? 2 otox  ox?

104



8.2.1

105

eli

0°py _0°Py _ (y+1)(f 2y
ox* ot? 2

Siis ensimmaisen kertaluvun paineen yhtaldé on aivan tavallisen
aaltoyhtalén nakdinen, mutta siina on nollannen kertaluvun ratkaisun neli¢
on lahdetermina.

Erikoisratkaisuksi voi nahda muodon

+1 ,
p(l)zyTxf(t—x)f (t-X)

Siis toiseen kertalukuun asti
—_ —_ y+1 1 2
P=Ppg +Mpy = f(t—x)+MTxf(t—x)f t-x)+O(M")

Parametrikaiutin

Jos nollannen kertaluvun kenttd f koostuu kahdesta taajuuskomponentista
f = explic,t)+exp(-ic,t),

taman nelio sisaltaa termit

f2 = exp(i 2et) + exp(-i 2a,t) + 2exp(i(w, — w,)t)

Ensimmaisen kertaluvun kentan ldhdetermind on muun muassa taajuudella

|, = @, | kuuluva komponentti. Taten hyvin korkeataajuisesta &anilahteests

voidaan saada rakennettua epalineaarinen kentta, joka on
matalampitaajuisen aanen lahde. Tata kutsutaan parametrikaiuttimeksi, ja
sitd kaytetdan paljon vedenalaisessa ultrasoniikassa. llmaankin on vasailty
prototyyppeja, mutta vaadittavat ultradanilahteen tehot ja kiteiden
vaihevasteen epamaaraisyys on vaikeuttanut konseptin soveltamista

Hairidteorian ratkaisun alkupaata saatiin kootuksi
+
p= f(t—x)+MyTle(t—x)f'(t—x)+O(M2)

Pitkan ajan kuluessa, aaltopaketin edetessa kauas termi Mxkasvaa
valttamatta suureksi. Siten oli alkuaalto kuinka heikko tahansa, ajan
mittaan toisen kertaluvun termi kasvaa ja ohittaa alkuperaisen. Siten
akustiikka on aina epalineaarista, kunhan jaksaa odottaa tarpeeksi kauan
ja kauas.
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Karakteristikat

Lahdetdan taas alkuperaisista yhtaldista

(1+Mp)%+M V|- 0P
ot 0x 0x

ov 6,0 6,0
Mp)— +VvM -2

LMol e

(1+Mp)” = 1+ Mp)

Etsitdan sellaisia ratkaisuja, joissa nopeus ja tiheys ovat nopeuden
yksikasitteisia funktioita. Talldin

at_dpat’ ax_dpax

silld olemme skaalanneet muuttujat dimensiottomiksi. Yhtalot saadaan
muotoon jossa on vain paineen ajan ja paikan osittaisderivaattoja

{(1 Mp):;}‘;f {(“Mp) Vﬂ+l}ap

dp 0x
d_’o ap (1+ p) dv Mvd_p @:O
dp at dp dp | ox

Nyt yleisesti, dimensiollisille muuttujille patee (nopeus c ja tiheys povat
funktiota)

dv_1 do_1
dp pc’ dp c?

Koska olemme skaalanneet muuttujat dimensiottomiksi naiden suhteet ovat

dv _ ¢ do _c,
dp (@+Mp)c’ dp

missa olemme merkinneet alaindeksilla piensignaalin danennopeutta.
ap O MV+1 ap —_
at o 0Xx

Gp 0+LM op _
at c c? ox
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Tama on yhtaléryhma, jolla on ei-triviaaleja ratkaisuja vain jos sen
determinantti on nolla, ja niinhan se onkin. Silloin
osittaisdifferentiaaliyhtalésta tulee samat

@+ £+MV @:
ot |c, (004

Heikko shokki

Epélineaarinen yhtal6 ilman skaalausta on

P

+[c+v]@:0
ot [6)4

Tama kuvaa aaltoa, jonka nopeus riippuu sen amplitudista. Mitéa suurempi
ylipaine sen isompi nopeus ja toisaalta taas alipaine amplitudi kulkee
hitaammin. Tasta seuraa se, ettd aalto jyrkentyy kulkiessaan eteenpain.

p(xt) = f(x=(v+o)t)
Pienille muutoksille

p (GCJ
V= , C=Cyt+|—| p
PoCo 0

Siispa
C+V=C, + [,V

misséa

ac 1( ,0°p op .
,B:1+[pc—J :1+—(,02 j/+(p} =1.2 ilmassa
op ), 2\" 0p?), 0p ),

on epalineaarisuusparametri. Jalkimmaisessa muodossa kaytimme, danen
nopeuden termodynaamista yhteytta

2007 _ 1
P op c°

Ratkaisuksi voidaan antaa nyt parametrinen esitys

p(x.t) = f(¢)

X= m+(c+ﬁ%}t
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Kokeillaan nyt siniaaltoa ratkaisuun
p(0,t) = Asin[at]

Talléin

p(x,t) = Asinfewy]

a(t—-x/c)=axg —asin[ax;]

misséa

(2

Yhtalslle a(t - x/c) = wg — o sinfawy] 16ytyy yksikasitteinen ratkaisu,
kunhan o <1. Siten tdma antaa etaisyyden, jossa shokki aalto valttamatta

syntyy.

Talle 16ytyy yleinenkin ratkaisu (Fubini-Ghiron)

2, 2J,(no)

3
p:pOZTsin[nw(t—x/c)], (0:3, x=0% )

n=1

Saha-aalto

&), —|_<¢<|_

f(@=1 L
0, muulloin

Ratkaisuksi tulee

p(x,t) = @ (x—ct)

L(t)
missa
A
P(t) = ——, L@{)=L,+t/7,
®) Trtir, ) N

Pak,

108



8.4
8.4.1

109

Vanha shokki
Viskositeetti

Todellisuudessa aallosta ei tule moniarvoista, vaan suuri nopeusgradientti
shokkia l&hestyttaessa johtaa isoon kitkaan. Kun otetaan viskositeetti termi
mukaan ja kaydaan lapi sama harjoitus karakteristikoiden kanssa,saadaan
Burgesin yhtalo

ap op _ 9°%p
—+(C, + — =y —
ot (© ﬁv)ax x>
V:i{flu-{-/((i—i)}
o |3 c, C,

missad V on kaasun diffuusiivisyys (diffusivity), i viskositeetti, ja
K lammodnjohtavuus.

Kun shokkiutumisen jalkeen aaltoa seurataan pitkdan korkeimmissa
taajuuksissa viskositeetti vaikuttaa enemman kuin matalissa, ja lopulta vain
perustaajuus on jaljella:

ﬁi{(—l)“*lmn(;)e‘“z: sin(nax)}
p — A n=1

o)+ 22[(—1)“ nl n(;)e‘”zg cos(nax)}

missa on kaytetty Goldbergin lukua

r f— ﬂA

PoV

joka kertoo mika on epalineaarisuuden suhde havidihin.
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